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Resumo

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) ¢ um procedimento numérico desenvolvido
para a analise de estruturas e meios continuos. E uma técnica usada para obter solugdes
aproximadas de equagdes diferenciais infinitas em equacdes diferenciais finitas. As
treligas sdo estruturas compostas pela ligacdo de elementos do tipo barra: elementos
sujeitos a for¢as normais que geram tragdo ou compressdo nas fibras da estrutura.
Trelica comumente sdo construidas utilizando-se aco ou madeira. As cargas € 0s
suportes sdo aplicados apenas nos extremos das trelicas, chamados nos. Este projeto
propde o uso do Método dos Elementos Finitos em trelicas, a fim de descobrir valores
de deslocamento e a intensidade das forgas de tragdo e compressdao em cada elemento da
estrutura. Inicialmente, a barra sera estudada e, em seguida, uma estrutura de viga. Para
as trelicas, o MEF foi utilizado de forma analitica: inicialmente foram obtidas as
matrizes de rigidez locais de cada elemento, em seguida as matrizes localizadas no
sistema global e, apos essa etapa, foi possivel encontrar a matriz de rigidez global da
estrutura. Esse projeto € capaz de ampliar a compreensao do aluno sobre o MEF e

desenvolver suas habilidades de pesquisa cientifica.

Palavras-chave: método dos elementos finitos; andlise de estruturas; barras; vigas
trelicas.

Introducio

O M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) foi um sistema desenvolvido por Walter Ritz
em 1909. Sua intencdo era determinar resultados aproximados de problemas em solidos

deformaveis. Em 1943 Richard Courant aplicou novos métodos ao sistema de Ritz,
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usando fungdes lineares sobre formas triangulares para solucionar problemas de tor¢cao
(Campos, 20006).

A priori, o MEF comumente utilizado ¢ baseado no método de Ritz que prevé a divisao
do dominio da integracdo em meios continuos em um numero finito de pequenas
regides conhecidas e denominadas elementos finitos.

Nesse método, o modelo ¢ dividido em formas simples, chamadas de elementos finitos,
como modelos planos, normalmente tridngulos ou quadrilateros. A Figura 1 ilustra
um modelo bidimensional de uma estrutura continua vazada com um furo em sua area
superior, ¢ a Figura 2 ilustra 0 mesmo modelo de estrutura, porém com sua divisdo em

elementos finitos de area.

7

Figura 1: Estrutura continua bidimencional com uma area vazada (MARTHA, 1955).
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Figura 2: Estrutura continua exemplificando o Método dos Elementos Finitos
(MARTHA, 1955).
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Essa divisao conforme a figura acima ¢ denominada como rede de elementos finitos,

podendo ser aumentada ou diminuida variando de tamanho. Cada ponto de interseccao
dessa rede ¢ chamado de no.

Para cada elemento finito i, ¢ considerada uma funcao Ili, que usando a somatéria do
conjunto da rede total se forma o dominio II (Assan, 2003), cuja expressao se define

por:
n
II=> IIi
i=1

Através dessa metodologia, € possivel estudar estruturas de diferentes areas:
automobilistica, aeronautica, civil, dentre outras. E possivel determinar a distribuicao
dos esforcos internos nas estruturas e a sua deformagao, quando sujeita a carregamento
externo estatico ou dinamico.

Existem elementos estruturais conectados continuamente. O corpo continuo ¢
subdividido artificialmente em certo nimero finito de elementos, conectados apenas nos
nos, fazendo assim, a representacdo aproximada de um corpo continuo.

A Figura 2 apresenta a malha de elementos finitos que foi gerada em um software de
M¢étodo dos Elementos Finitos demonstrando formas conhecidas para estudos de

calculo.

Figura 3: Malha de elementos finitos do chassi de caminhdo gerado em um software de

MEF (STORCK, 2000).
As trelicas sdo armagdes formadas pela ligagcdo de elementos rigidos, como madeiras,

aco entre outros. Sua definicdo se baseia em cargas aplicadas somente nos nos

(amarragdes), deixando as barras recebendo apenas esforgos de tragdo ou compressao.
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Acredita-se que a origem das trelicas tenha sido por volta do Século XVIII, porém
utilizada e aplicada por Alexandre Graham Bell em 1907. E posteriormente sendo mais
bem desenvolvida para quaisquer aplicagdes (Souza e Gongalves, 2006).

Os principais elementos que compdem as trelicas sdo (Souza e Rodrigues);

- Corda ou banzo: conjunto de barras que limitam superiormente ou inferiormente a

treliga;

- Montante: barra vertical das trelicas;

- Diagonal: barra com o eixo coincidente com a diagonal de um painel,;

Citncia & Tecnologia: universicade, sustentaki
ivimento econdmico

e dese

- No6: ponto de encontro e jun¢do das extremidades das barras.

A Figura 4 representa uma trelica com os elementos descritos acima mostrando suas

respectivas localizagoes.
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Figura 4: Imagem exemplificada com os tipos de barras que constituem uma treliga

(Souza e Gongalves, 2006).

A Figura 5 ilustra a imagem contendo a magnitude do deslocamento modal de uma

trelica gerada pelo software comercial RFEM ®.
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Figura 5: Imagem por: RFEM, Representacao de deformagdo de uma ponte no RFEM
(HANK, 2001).

Como as figuras 2, 3 e 5 mostraram, existem softfwares comerciais que calculam a os
esforcos internos e os deslocamentos das estruturas. O presente trabalho visa a
compreensao completa do MEF através de sua implementagdo computacional utilizando
um exemplo relativamente simples: uma treliga.

Além disso, ap6s tal compreensdo o pesquisador poderd fazer algumas analises com
mais propriedade do assunto como: variar o tipo de elemento finito escolhido, avaliar a
influéncia da quantidade de elementos utilizada e até avaliar a possibilidade de incluir

carregamentos dindmicos.

Metodologia

Uma pesquisa bibliografica sobre método dos elementos finitos e estruturas (barras,
vigas e trelicas) serd realizada. Em seguida, exemplos numéricos foram realizados

analiticamente e matrizes de rigidez globais foram obtidas.

Resultados e Discussao

Foram desenvolvidos dois exemplos para entendimento do modelo de calculo utilizando
o conjunto do Método dos Elementos Finitos, a matriz de rigidez de uma barra e o
método dos deslocamentos que por sua vez consiste em escrever as equacdes de
equilibrio globais a partir das equagdes locais. Ele serd apresentado através dos

exemplos 1 e 2.

489



W Congresso Interdisciplinar de s
2 ] Pesguisa, Iniciscio Clentifica & Extensio Universitaria L-m2ncis e e

?i. ﬂ Vil Semana da responsabilidade social
& ¢ extensdo universitiria
r" Centro Universitirio Metodista
Izabela Hendrix

versiclade, sustentabilicacde
ento econdmico

Belo Horizonte, 21 @ 24 de Setemoro de 2020

Exemplo 1:

Supde-se uma estrutura bidimensional discretizada em 5 elementos conectados a partir
dos seus nos apresentada na figura 6. Observa-se pinos e roletes nos nés 3, 4,5, 6,7 ¢ 8
que restringem o deslocamento em x, em y ou em ambas as dire¢cdes, dependendo da

forma como se acopla na estrutura.

Figura 6: Estrutura bidimensional exemplificando pinos e roletes em cada no.

oy
wg>é§

Figura 6: Estrutura bidimensional exemplificando pinos e roletes em cada no.

Os graus de liberdade livres da trelica foram numerados de acordo com a tabela a
seguir:

Tabela 1: Numeragao dos graus de liberdade da estrutura.

No X Y
1 1 2
2 3 4
3 - 5
4 - 6
5 - 7
6 R _
7 R -
8 R -

Assim, para cada um dos 5 elementos, foi montado um vetor chamado de LOC
(localizagdo) que organiza os numeros dos graus de liberdade que se relaciona aos nos
de cada elemento. Em seguida, ¢ montada a matriz de rigidez local de cada elemento e,
a partir do vetor LOC, os elementos da matriz local sdo alocados na matriz global.

Dessa maneira, a montagem da matriz global ¢ claramente apresentada, como se segue.
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O vetor de localizag¢ao do elemento 1 é:
LOC'=[12 0506 ].

A matriz local do elemento 1 é:

17_ [e! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[K'] = [K(1,1) Ko K Ko Kooy Koz Ko Kao) Kazy Ko Kas) Kae Ko Keos) Keoe Kea K
A montagem dos elementos do elemento 1 na matriz global é:

1 1 1 1
Koy Koy 00 Koy Kog 0
1 1 1 1
Koy Koy 0 0 Koy Kpg 0
0 0 0 0 0 0 0
1
K11 o 0 0 0 0 0 0
= 1 1 1 1
Kigy Kooy 0 0 Kuy Ky 0
1 1 1 1
Kie Koo 0 0 Kesyy Keg 0
0 0 0 0 0 0 0
O vetor de localiza¢ao do elemento 2 é:
LOC?*=[1206 34 ].
A matriz local do elemento 2 ¢:

27 _ [¢2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ;
[K ] - [K(1,1) K2 K3 Ko Koo Koz Ko Kao) Kasy Kaa Kas) Kae Ko Kis) Kioe Kiaa K
A montagem dos elementos do elemento 2 na matriz global é:

1 1 2 2 2
Koy Koy Kas Kie 0 Kggy 0
1 1 2 2 2
Koy Kooy Kos Kog 00 Ky 0
2 2 2 2 2
[ KZ] K(25,1) K(zs,z) K(25,5) K(25,6) 0 K(25,4) 0
=7 | Koy Ken Kis Keo 0 Kieay O
0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2
K(4,1) K(4,2) K(4,5) K(4,6) 0 K(4,4) 0
0 0 0 0 0 0 0
O vetor de localiza¢ao do elemento 3 é:
LOC*=[3407].
A matriz local do elemento 3 ¢:

371 _ [¢3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

[K°] = [K(l,l) Ko Ko Kooy Kan Kao Kan Kaoy K Kig Kes) Kosy Kaa) Kia) Kas) Kag)
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A montagem dos elementos do elemento 3 na matriz global é:

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
3 3 3
[K3] 0 0 K(31,1) K(;,z) 0 0 K(31,4)
_ 0 0 Koy Kgy 0 0 Kpy
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
3 3 3
0 0 Ky Kuy 0 0 Ky
O vetor de localizac¢ao do elemento 4 ¢:
LOC*=[0500 0006 ].
A matriz local do elemento 4 é:
47 _ w4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
[K*] = [K(1,1) Ko Kz Ko Koo Koz Kia Kis) Kie Koa Kos) K
A montagem dos elementos do elemento 4 na matriz global é:
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
) 0 0 0 0 0 0 0
[K'] | o 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 Kooy Koy 0
4 4
0 0 0 0 Kgi Kgs 0
0 0 0 0 0 0 0
O vetor de localizacdao do elemento 5 é:
LOC’=1[06 00 0007 ].
A matriz local do elemento 5 ¢:
571 _ [¢5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
[K ] - [K(1,1) K2 K3 Ko Kooy Kosy Ko Kis) Kie) Ko Ko
A montagem dos elementos do elemento 5 na matriz global é:
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
[ KS] 0 0 0 0 0 0 0
= 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
5 5

(2.6)

5
K(2,6)

Sustentabilicradhe

Belo Horizonte, 21 @ 24 de Setemoro de 2020
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o o0 o0 0 o0 K. K

(8,2) (8,8)
Assim, a matriz global final torna-se:
Ky Ky Ky Ky Kiis) Kiie) K14
Koyt Ky Kooyt Ko Kbs) K6 Kb
K Kiso) Koo tKin Koot Kl -
K. Koo Koot Koy Koot Ko -
K Ko - - Kyt Koo
K(11,6) + K(24,1) K(12,6)+K(24,2) K(24,5) K(24,6) K(14,6) + K?S,Z)
- - K Ko -
K(11,6) + K(21,4) -
K(12,6) + K(22,4) -
K(25,4) K(31 4)
Kisa K
Ko * K, -
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1 2 4 5 5
Kooy T Kaa TKiss T Koo Ko
5 3 5
Kis2) Kaa T Kgs)

Exemplo 2
O objetivo deste exemplo ¢ ilustrar a aplicagdo do Método dos Elementos Finitos, para

0 caso de uma analise estatica de uma treli¢a, usando elementos unidimensionais de
barra.

Considerando o problema da treliga plana, mostrada na figura 6, sujeita a duas forgas;
uma no no6 3 e outra no né 4; um rolete em 2 que restringe o deslocamento na vertical e

um engaste no no 5 que restringe os dois graus de liberdade (x e y) nesse no.

Figura 7: Estrutura de uma treli¢a usando elementos unidimensionais de uma barra.

Os graus de liberdade livres da trelica foram numerados de acordo com a tabela a
seguir:

Tabela 2: Numeracao dos graus de liberdade da estrutura

N6 x|y
1 1]2
2 |3]-
3 |45
4 |67
5 |-1-

Assim, para cada um dos 5 elementos, foi montado um vetor chamado de LOC
(localizacao) que organiza os nimeros dos graus de liberdade que se relaciona aos nos

de cada elemento. Em seguida, ¢ montada a matriz de rigidez local de cada elemento e,
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a partir do vetor LOC, os elementos da matriz local sdo alocados na matriz global.

Dessa maneira, a montagem da matriz global ¢ claramente apresentada, como se segue:

O vetor de localizag¢dao do elemento 1 é:
LOC'=[12 45 ]

A matriz local do elemento 1 é:

17 _ [#! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[K'] = [K(1,1) Ko Ko Kooy Kan Kao Kan Kaoy Kas Ko Kes) Keosy Kas) Kea Kas) Kag
A montagem dos elementos do elemento 1 na matriz global é:
K. K! 0 K . K! 0 0
(1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
1 1 1 1
Koy Koy 0 Kaoz Kggy 000
0 0 0 0 0 0 0
17 1 1 1 1
K11 Koy Koz 0 Kasy Kig 0 0
1 1 1 1
K(4,1) K(4,2) 0 K(4,3) K(4,4) 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
O vetor de localiza¢ao do elemento 2 é:
LOC?[45 67 ]
A matriz local do elemento 2 é:
27 _ [»2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(K ] - [K(1,1) Ko Ko Kooy Kan Kao Kan Kaoy Ko Ko Ko Keosy Kis) Kea Kas) Kag
A montagem dos elementos do elemento 2 na matriz global é:
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2
(K] 0 0 0 K(21,1) K(21,2) K(21,3) K(21 4)
0 0 0 K(Z’l) K(2,2) K(2’3) K(2 4)
2 2 2 2
0 0 0 K(3,1) K(3,2) K(3,3) K(3,4)
2 2 2 2
0 0 0 K(4,1) K(4 2) K(4,3) K(4,4)
O vetor de localizag¢ao do elemento 3 é:
LOC?=[12 67 ]
A matriz local do elemento 3 é:
31 _ 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
[K°] = [K(1,1) Ko Ko Kooy Kan Kao Kan Kaoy K Kig Kos) Kosy Ka) Kas Kas) Kag
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A montagem dos elementos do elemento 3 na matriz global é:

3 3 3 3
Koy Koy 00 0 Kis K
3 3 3 3
Kon Koy 0 0 0 Kis Koy
5 0 0 0 0 0 0 0
K] | o 0 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 0 0
3 3 3 3
Koy Kspy 0 0 0 Kgy Kgy
3 3 3 3
Kuan Kuy 00 0 Kuz Kaa
O vetor de localizag¢ao do elemento 4 ¢:
LOC*=[12 30 ]
A matriz local do elemento 4 é:
47 _ 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
[K ] - [K(l,l) K(1,2) K(Z,l) K(2,2) K(S,l) K(3,2) K(4,1) K(4,2) K(I,S) K(1,4) K(Z,S) K(2,4) K(3,3) K(3,4) K(4,3) K(4,4)

A montagem dos elementos do elemento 4 na matriz global é:

4 4 4
K(l,l) K(I,Z) K(1,3) 0 0 0 0
4 4 4
Koy Koy Koy 00 0 0
4 4 4
1 Koy Koy Kazy 000 o 0
[K71 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
O vetor de localizac¢ao do elemento 5 ¢:
LOC°=[3067 ]
A matriz local do elemento 5 ¢:

51_ x5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
[K°] = [K(l,l) K2 Koy Koy Kan Kao) Kan Kaoy Kz Ko Kas) Ko Kes) Kae Kaz) Kag
A montagem dos elementos do elemento 5 na matriz global é:

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
5 5 5

[KS] 0 0 K(l,l) 0 0 K(1,3) K(1,4)
_ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
5 5 5

0 0 Kgy 0 0 Kgyo Ky
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5 5 5
| 0 0 K(4 D 0 0 K(43) K(44)

O vetor de localizac¢dao do elemento 6 é:
LOC®=[3000 ]

A matriz local do elemento 6 ¢:

6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
[ (1,1) (l ,2) (2 1) K(2 2) K(3 1) K(3,2) K(4 1) K(4,2) K(l 3) K(l 4) K(2,3) K(2,4) K(3,3) K(3,4) K(4,3) K(4,4)

A montagem dos elementos do elemento 6 na matriz global é:

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
6
[K6] 0 0 K(l n 0 0 0 0
_ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
O vetor de localizac¢dao do elemento 7 é:
LOC"=[67 00 ]
A matriz local do elemento 7 é:
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
[ (1,1 (1 2) (2 nKao Kan Key Kan Kazy Koz Kag Koz Kogy Kaz) Kea Kas) Kag
A montagem dos elementos do elemento 7 na matriz global é:
0 0 0 O 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0
K"
K] 0 0 0 0 0 0 0
7 7
0 0 0 O 0 K(1 H K(1 2)
7 7
0 0 0 0 0 K @ K, 2
Assim, a matriz global final torna-se:
1 3 4
K(l 1) +K(1 1 +K(1 1 (1 2 +K(12) Ku,z) Kfm) K(11,3) K(11,4)
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Até o presente momento, 0s objetivos teoricos do projeto foram atingidos através da

analise da matriz de rigidez de uma barra simples ¢ dos dois exemplos de aplicagdo de

determinag¢do da matriz de rigidez global de estruturas. Com essa etapa concluida e

registrada, o proximo passo ¢ implementar os exercicios em ambiente AutoMETAL® e

comparar os resultados de tal implementagcdo com os resultados analiticos.

Os proximos trabalhos sdo:

- Implementar os exemplos desenvolvidos em ambiente AutoMetal®;

- Comparar os resultados obtidos com os resultados analiticos.

- Publicar o trabalho em congresso ou revista.
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